Formalismus a jeho užití

Formalismus – soubor syntaktických a sémantických pravidel pro popis nějaké reálné skutečnosti, jednotný jazyk pro popis teoretických problémů, je to prostředek pro vyjádření myšlenek.
· matematický
· filozofický

každý problém lze formalizovat, ne každý ale lze v daném formalismu rozhodnout
Volba formalismu – více možností, ne každý je vhodný, jeden vyzkoušíme na modelu, formulujeme 1. intuitivní představu, ověříme formální správnost zápisu, formulovaný zápis na dostupných modelech, zpřesníme formální zápis.
Vlastnosti a možnosti formalismu:
· hledání odvozených vlastností,

· dokazování vlastností a jejich důsledků,

· klasifikace problémů do tříd,

· hledání úplnosti problémů v třídách.

Hlavní výhoda – aplikace známého
Množiny, čísla, relace
Množina – určena svými prvky, zadání výčtem (nezáleží na pořadí) nebo charakteristickou vlastností (může nastat paradox, množina všech množin, které neobsahují sama sebe), to vedlo ke vzniku axiomatické teorie množin s přesnými pravidly, co množina je a co není.
M = { x | x je množina ( x ( x }.
- Klasická množina M = { x | x je množina ( x ( x }
- multimnožina – vícenásobné prvky { 1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 4 }

- fuzzy množina – pravděpodobnosti

Je více sudých nebo lichých čísel? Stejně, dají se bijektivně (vzájemně jednoznačně) zobrazit
Množiny jsou stejně veliké, pokud se dají na sebe vzájemně jednoznačně zobrazit. Pokud se dá jedna množina prostě zobrazit do druhé, ale opačně ne, říkáme, že druhá množina má větší mohutnost. Množina reálných čísel má větší mohutnost než množina přirozených čísel (různě velká nekonečna).

Axiom extenzionality – množiny, kt. Mají stejné prvky, se rovnají
((X,Y)(X = Y ( ((z)(z ( X ( z ( Y))
Inkluze – A je podmnožina množiny B, negací je exkluze, lze nalézt uspořádání (reflexivní, tranzitivní, antisymetrická) 
Sjednocení množin A a B

A ( B = { x | x ( A ( x ( B }

Průnik množin A a B

A ( B = { x | x ( A ( x ( B }

Rozdíl množin A a B

A − B = { x | x ( A ( x ( B }
Distributivní zákony
A ( (B ( C) = (A ( B) ( (A ( C), 

A ( (B ( C) = (A ( B) ( (A ( C)
De Morganovy zákony

(A ( B)’ = A’ ( B’,

(A ( B)’ = A’ ( B’
Uspořádání – musí splňovat reflexivitu, antisymetrii a tranzitivitu

Ekvivalence – musí splňovat reflexivitu, symetrii a tranzitivitu

Reflexivita:

Ostrá inkluze A ( A není reflexivní

Symetrie:
pokud A ( B ( pak ovšem ne nutně B ( A ( není to symetrické 

Axiomatická teorie množin – vymezuje množiny pomocí axiomů (vždy platných vět)

Axiomy:
Vlastní – popis evidentních vlastností množin

Logické – vyjadřují pravidla rozumového odvozování

Axiom dvojice - pokud vezmu dvě množiny a,b, pak mohu vytvořit množinu (značenou obvykle {a,b}), která obsahuje dva prvky: a a b. Pokud navíc vezmu a = b, dostávám jednoprvkovou množinu značenou {a}.
Axiom nekonečna – existuje množina přirozených čísel, přesněji množina, kt. obsahuje prázdnou množinu a pro každý svůj prvek x také sjednocení x a {a}
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Spočetná množina – spočítáním se zde rozumí očíslování prvků množiny přirozenými čísly - přitom je jedno, zda použiji konečný nebo nekonečný počet přirozených čísel. každému prvku množiny můžeme přiřadit jeho pořadové číslo, má stejnou mohutnost, KS dvou spočetných množin je spočetná m., přirozená N, celá Z, racionální Q; čísla R nejsou spočetná.
Axiom vyčlenění: pokud si zvolím jakékoliv rozumné kritérium (tj. kritérium popsatelné formulí jazyka teorie množin), pak pomocí něj mohu vybrat prvky z množiny - a výsledkem je opět množina. Díky tomuto kritériu lze tedy z větší množiny zkonstruovat pomocí různých formulí různé „menší“ množiny - má smysl mluvit o podmnožině:
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Kartézský součin definujeme jako A ( B = { (a,b) | a ( A (( b ( B }
Axiom množiny podmnožin: pro každou množinu A lze utvořit množinu všech podmnožin P(A) = { X | X ( A }, počet všech podmnožin |P(A)| = 2^|A|
Kardinální číslo – vyjadřují mohutnost množiny, jsou spočetná (přirozená č.) a nespočetná.
Relace – libovolný vztah mezi skupinou prvků jedné nebo více množin, podmnožina KS n množin.
Binární relace je

symetrická pokud platí když (x R y), pak (y R x). Příkladem může být relace R = „je sourozenec“. Je-li A i B množinou všech mých příbuzných, pak musí existovat (já R sestra) a také (sestra R já). (Pokud sourozence nemám, je množina relací prázdná, i taková relace je symetrická).

tranzitivní pokud když (x R y) a současně (y R z) pak platí (xRz). Příkladem může být už zmíněná relace "je sourozenec" nebo relace "je vyšší". Já jsem vyšší než Petr,(a současně) Petr je vyšší než Ondřej, z toho plyne: Já jsem vyšší než Ondřej. Tranzitivní relací například není relace "být kamarád". Já jsem kamarád Petra, on je kamarád Ondřeje, z toho ale nevyplývá kamarádství mezi mnou a Ondřejem.

reflexivní pokud platí (x R x), to znamená pokud je prvek x v relaci sám se sebou. (Samozřejmě, že první x pochází z množiny A a druhé x pochází z B. Mohou to být stejné množiny.) Příklad reflexivní relace je "je stejný", příklad nereflexivní je "je vyšší". Neplatí, že (já "je vyšší"(než) já).

antisymetrická pokud když (x R y) a současně (y R x) pak platí x = y.

ekvivalence = reflexivní, symetrická, a tranzitivní
uspořádání = reflexivní, antisymetrická a tranzitivní

předuspořádání = reflexivní, tranzitivní
Význačné relace:
identita idA

 
idA(a) = a

inverzní relace (-1
b(-1a ( a(b
skládání relací - Definujeme ( ◦ ( (( po ( – skládání)


( ◦ ( = { (a,c) | (b(B: (a(b ( b(c) }
Zobrazení - f: A ( B je předpis přiřazující každému prvku z množiny A prvek množiny B (značíme též BA), je to relace Rf ( A ( B taková, že pro libovolné a ( A existuje právě jedno b ( B
Surjekce - zobrazení množiny A na množinu B

((b ( B)((a ( A tak, že f(a) = b)
Injekce - zobrazení prosté

((a1,a2 ( A)(f(a1) = f(a2) ( a1 = a2)
Bijekce - současně surjekce i injekce (prosté i na)
Infimum a supremum uspořádané množiny jsou duální pojmy definované jako největší (nejmenší) dolní (horní) závora množiny, tj. prvky větší (menší) než zadaná množina.
Axiom – výchozí tvrzení dané teorie, nedokazují se, platnost se předpokládá, z axiomů dedukcí odvozujeme důsledky.
Výroková logika – formální odvozovací systém
Množina P je neprázdná množina symbolů, které nazýváme atomické výrokové formule. Symboly jazyka LP výrokové logiky (nad uvedenou množinou) jsou

· prvky množiny P

· logické spojky (negace (, implikace (, disjunkce (, konjunkce ()

· závorky ( a )

Definujeme výrokové formule (v.f.) jazyka LP následovně:

 (1)  Každá atomická v.f. je v.f.

 (2)  A v.f. ( (A v.f.

 (3)  A, B v.f. ( A ( B, A ( B, A ( B v.f.
 (4)  Konečná posloupnost symbolů LP
     je v.f., vznikne-li pomocí konečného
     užití pravidel (1) až (3)
Pravdivostní ohodnocení atomické výrokové formule se definuje jako zobrazení (valuace)    (: P ( {0,1}

Ekvivalenci A ( B definujeme jako výrokovou formuli, pro kterou platí (A ( B) ( (B ( A), Formule A a B jsou ekvivalentní A s B, pokud A ( B je pravdivá

Tautologie - Jsou pravdivé bez ohledu na pravdivost jejich atomických v.f.

· Zákon o vyloučení třetího
A ( (A

· Zákon dvojí negace
((A ( A

· Vyloučení sporu
((A ( (A)

Dvojice (,( jsou základní log. spojky a ostatní spojky můžeme dodefinovat

Zavádíme nové logické spojky

· Piercova spojka ( definovaná jako
((A ( B) = 1 ( ((A) = 0 ( ((B) = 0

· Shefferova spojka ( definovaná jako
((A ( B) = 1 ( ((A) = 0 ( ((B) = 0

Axiomatika výrokové logiky

V souladu s axiomatickou výstavbou matematické teorie musíme vymezit jazyk výrokové logiky, zavést axiomy a definovat operace (odvozování)
· Abeceda – množina symbolů jazyka výrokové logiky (definováno dříve)

· Formule – definujeme analogicky pomocí základní dvojice log. spojek

· Jazyk – tvořen abecedou a formulemi

· Axiomy – je jich nekonečně mnoho, lze je však zadat pomocí základních schémat axiomů výrokové logiky

· Odvozovací pravidlo modus ponens (pravidlo odloučení)

· „Z formulí A, (A ( B) se odvodí B”
·  A, (A ( B) se nazývají předpoklady

·  B se nazývá závěr odvozov. pravidla

Predikátová logika - Výroková logika měla atomické v.f., Predikátová logika má
symboly pro relace
· Každý symbol pro relace má přiřazenu aritu (četnost)

· Symboly pro relace lze rozdělit na

· funkční (operace)
· predikátové (vztahy a vlastnosti)

Existenční kvantifikátor ( 
vyjadřuje existenci požadovaného objektu v daném oboru

Všeobecný kvantifikátor ( 
vyjadřuje platnost pro všechny objekty z daného oboru

Jazyk predikátové logiky vychází z výrokové logiky, celkem obsahuje

· proměnné


x1, x2, …, xn, …

· logické spojky

(, (, (, (, (
· kvantifikátory

(, (
· rovnost


=

· závorky


(, )

· symboly


R1, R2, …, Rn, …

Termy v PL definujeme

· Každá proměnná je term

· Je-li R funkční symbol četnosti n
a jsou-li t1, …, tn termy, pak
také R(t1, …, tn) je term

· Každý term vznikne konečný počtem aplikací předchozích pravidel

· Tedy též každá konstanta je term

Algebra - algebraická struktura je v matematice každá množina, na které jsou definované nějaké operace a daná struktura je na tyto operace uzavřená.
· hledáme nástroj pro popis objektů reálného světa (zejména pak matematiky) a pro popis operací s těmito objekty

· Každý objekt je reprezentován

· datovým nosičem – množina popisující data, se kterými pracujeme

· operacemi – nejjednoduššími transformacemi, které nad daty můžeme

příklady algebraických struktur:
    * (N; +) - množina přirozených čísel s operací sčítání

    * (N; .) - množina přirozených čísel s operací násobení

    * (N; +, .) - množina přirozených čísel s operacemi sčítání a násobení.

    * Booleovy algebry, grupy, okruhy, tělesa, vektorové prostory a svazy jsou algebraické struktury

Nejsou algebraickými strukturami:
    * (N; -) - množina přirozených čísel není na operaci odečítání uzavřená, tj. v množině nelze neomezeně odečítat, dříve či později by byl výsledkem této operace prvek mimo množinu N.

Grupoid

· Nejuniverzálnějším objektem je grupoid (A, (), což je de facto datový nosič A s jednou operací (
· Jedinou vlastností je fakt, že užitím operace na libovolné dva prvky z A dostaneme opět prvek z A

· Zavádíme pojem komutativní grupoid
(a,b ( A: a ( b = b ( a

Pologrupa

· Pro asociativní operaci platí 
(a,b,c ( A: (a ( b) ( c = a ( (b ( c)

· Pologrupa (A, () je
grupoid s asociativní operací

· POZOR! Vlastnosti grupoidu zůstávají

· Opět můžeme hovořit
o komutativní pologrupě,
pokud je operace navíc komutativní

Monoid
· Levý neutrální prvek je takové
e ( A, které splní (a ( A: e ( a = a

· Analogicky pravý neutrální prvek takové e ( A, kde (a ( A: a ( e = a

· Neutrální prvek je levý a pravý neutrální prvek (el = el ( ep = ep)

· Monoid (A, () je
pologrupa s neutrálním prvkem

Inverzní prvek
· Mějme grupoid (A, () s neutrálním prvkem e

· Pak b ( A je levý (resp. pravý) inverzní prvek k a ( A, pokud platí
b ( a = e (resp. a ( b = e)

· Inverzní prvek je pak takový prvek, který splní a ( b = b ( a = e

· Inverzní prvek značíme pomocí a-1
Grupa

· Podívejme se na inverzní prvky v monoidu (A, (), kde je a ( A, e neutrálním prvkem,
b levý inverzní prvek a c pravý inv. Prvek


c = e ( c = (b ( a) ( c = b ( (a ( c) = b ( e = b

· Z uvedeného plyne, že b = c

· Grupa (A, () je monoid, kde ke každému prvku existuje prvek inverzní

· Opět hovoříme také o komutativní grupě
příklady

· (N, +)
komutativní monoid
·  (N, ()
komutativní monoid
·  (Z, +)
komutativní grupa
·  (Z, ()
komutativní monoid
·  (Q, +)
komutativní grupa
·  (Q, ()
komutativní monoid
·  (Q*, ()
komutativní grupa
·  (Zn, +)
komutativní grupa
·  (Zn, ()
komutativní monoid
·  (Zn, ()
komutativní monoid pro n prvočíselná
·  (Zn*, ()
komutativní grupa pro n prvočíselná
Komutativita vlastnost binární operace říkající, že u ní nezávisí na pořadí jejích operandů.

Binární operace * je na množině S komutativní, jestliže platí

    x * y = y * x.
Asociativita vlastnost binární operace, říkající, že nezáleží na tom, v jakém pořadí operace provádíme, pokud se jich vedle sebe vyskytne více (například násobíme nebo sčítáme tři (čtyři, …) čísla).

Binární operace * je na množině S asociativní, jestliže platí

    (x * y) * z = x * (y * z)
neutrální prvek množiny S s binární operací je takový prvek, který nechává ostatní prvky na místě.

Buď S množina a * operace na S. Pak prvek e z S se nazývá levý neutrální, platí -li e * a = a pro všechny a z S. Prvek e se nazývá pravý neutrální, platí-li a * e = a pro všechna a z S. Pokud je e pravý i levý neutrální, nazývá se jednoduše neutrální, někdy též identita.
Inverzní prvek prvku x vzhledem k operaci * je takový prvek y , pro který se x*y rovná neutrálnímu prvku. Prvek se nazývá invertibilní, existuje-li pro něj inverzní prvek. (Vedle typických příkladů čísel (− x) (či (1/x)) pro sčítání (či násobení) jsou důležitým příkladem invertibilní matice: Matice n×n M nad tělesem K je invertibilní právě tehdy, je-li její determinant nenulový.)

PAGE  
2

